Berechnung des Standschubs nach der Strahltheorie

Die Strahltheorie (engl. Momentum Theory) ist die &lteste und einfachste Methode, den Schub von
Propellern und Rotoren zu berechnen. Sie wurde von Rankine (1865) und Froude (1885) entwickelt.

Sie kann auf verschiedenste Flugzustdnde angewandt werden; beispielsweise den Vorwartsflug von
Starrfluglern, aber z. B. auch (zumindest bereichsweise) auf den vertikalen Steig- oder Sinkflug von
Helicoptern. Alles Nachfolgende gilt jedoch ausschliellich fir den Standschub-Fall, z. B. den
Schwebeflug von Helicoptern und Multicoptern.

Der Idealpropeller

Die Stromung wird dazu idealisiert, wie in Bild 1 dargestellt; sie durchlauft dabei ,,Stationen* 0 bis 3
innerhalb angenommener Strahlgrenzen. Ein Volumenstrom (in m3/s) bzw. Massenstrom (in kg/s)
wird ,,aus der Ruhe* -Station 0-, weit vor der Propellerebene, angesaugt. Station 1 ist unmittelbar vor
der Propellerebene, Station 2 unmittelbar hinter dieser. Station 3 ist weit hinter der Propellerebene, wo
der Strahl ,,voll entwickelt* ist.

Die Propellerebene selbst ist eine ,,diinne Scheibe™ (engl. actuator disc), in der Energie von Aufien in
die Strémung eingebracht wird. Wie dies im Detail geschieht, kann mit der Strahltheorie nicht behan-
delt werden; das ist erst mit aufwandigeren Theorien (z. B. Blattelement-Theorie) mdglich.
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Ferner wird eine Anzahl von Effekten vernachléssigt /1/:

1. Profilwiderstand der Rotorblitter, der wvor allem nutzlose leistungsver-

brauchende Sekundirstrémungen im Machstrom verursacht,

Drall im abgehenden Lufistrom, als die wesentliche Selounddrstromung,

ungleichmiiBige Druckverteilung tiber der Rotorebene und damit Scherungen,

ungleichméBiger Durchfluss durch die Rotorebene,

zentraler Storkirper, Verdringung, Verwirbelung, Strémungswiderstand,

Blattspitzenverluste, durch den Druckunterschied zwischen Blatiober- zur

-unterseite,

7. cutout {nicht profilierter Blatthals), der keinen Beschleunigungsbeitrag liefert,

8.  endliche Blattzahl, dadurch punktuell unterschiedliche Beschleunigungen,

9. Kompressibilitit der Luft, hier noch minimal,

10. Machzahleffekte, hier noch gering,

11. Re-Zahl, mit ihrem Einfluss auf den Umschlag laminar/turbulent in der Stris-
mungsgrenzschicht.
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Trotz dieser Vereinfachungen liefert die Strahltheorie wichtige Erkenntnisse.

Geschwindigkeits- und Druckverlauf

In Station 0 ist die Geschwindigkeit noch Null und es herrscht der Umgebungsdruck p, . Auf ihrem
Weg zur Propellerscheibe mit der Querschnittsfliche F nimmt die Geschwindigkeit standig zu und
hat in der Scheibe den Wert v, .

Diese Geschwindigkeit v, , mit der die Propellerscheibe durchstromt wird, wird
“induzierte Geschwindigkeit“ genannt.

Da wir annehmen, dass die Stationen 1 und 2 nur sehr gering vor bzw. hinter der Propellerscheibe
liegen sollen, herrscht in beiden die Geschwindigkeit Vv, . Als Folge der Geschwindigkeitszunahme

von Station 0 auf 1 muss der Druck auf einen Wert p, in Station 1 absinken.
Fur dieses Intervall der Strémung gilt die Bernoulli-Gleichung

p0+0:pl+g-vi2 bzw. plzpo—%-vi2 (1)
Auf das Stationsintervall 1-2 kann die Bernoulli-Gleichung nicht angewendet werden, da hier Energie
zugefiihrt wird und die Gleichung nur auf Strémungen angewendet werden darf, bei denen keine
Energie entzogen oder zugeflhrt wird. Da die Geschwindigkeit in Station 1 und 2 gleich ist, kann die

Energiezufuhr nur als eine Druckerhéhung auftreten.

Im Intervall 2-3 gilt die Bernoulli-Gleichung wieder; es ist

p2+g-vi2:po+g-v32 (2)
Durch Subtraktion (1) von (2) folgt
P~ Py =" v3 (3)
Wenn wir die Druckdifferenz p, — p, als Differenzdruck Ap bezeichnen, ist
Ap = % v2 4)

Die Drucksteigerung bzw. Druckdifferenz zwischen Vorder- und Ruckseite der
Propellerscheibe ist gleich grol3 wie der Staudruck im voll entwickelten Strahl.

Der Druck nimmt in der Propellerscheibe um Ap auf den Wert p, zu
P, =P, +Ap (5)



Nun wenden wir den Strdmungs-Impulssatz auf die blau gestrichelte ,,Kontrollflache* an. Dessen
Geschwindigkeitsanteile (und damit der Massenfluss) liefern keine Beitrdge zum Impuls; es bleiben
nur die Druckanteile

S=(F-p,~F-p)=F-Ap (6)
oder mit (4) auch S=F .%.vg (7)

Der Schub ist gleich der Druckdifferenz an der Propellerscheibe, bzw. dem Staudruck
im vollentwickelten Strahl, multipliziert mit dem Flacheninhalt der Scheibe.

Die Gleichung (6) lasst sich auch umschreiben
S/F:gvg (8)

S/F wird als die sog. Strahlflachenbelastung (engl. Disc Loading) des Propellers
bezeichnet.

Der Staudruck des voll entwickelten Strahls ist gleich der Strahlflachenbelastung des
Propellers.

Der Impulssatz wird nun auch auf die groRe, rot gestrichelte Kontrollflache angewendet. Hier herrscht
uberall der Druck p, , und die Druckanteile werden Null. Der Geschwindigkeitsanteil in Station O ist
ebenfalls Null.

In Station 3 hat die Geschwindigkeit den Wert v, und mit dem MassenfluB m wird der ausstromende
Impuls und damit der Schub

S=mv, 9)
Der Massenfluss ist in allen Stationen gleich grof3; in der Propellerscheibe betrégt er

m=p-F-v, (10)
Damit wird der Schub

S=p-F-v, v, (11)

In der Propellerscheibe muss die ,,Pumpleistung® P, aufgewendet werden, um den Druckanstieg
Ap zu erzeugen:

P.=Ap-F-v, (12)
Diese Leistung P, wird ,,induzierte Leistung* genannt.

Mit (6) und (11) ist dann P =p-F-v’v, (13)
Die Leistung im abgehenden Strahl betragt

Pyy =5 MV (14)

Da keine weiteren Leistungen zu- oder abgefiihrt werden, miissen nach dem Energiesatz die beiden
Leistungen gleich sein, P, =P, :

p.F,ViZ-V3:%-p-F-Vi V3 (15)



und damit wird V, ==V, bzw. v,=2.v (16)

Die Geschwindigkeit im ,,voll entwickelten* Strahl ist doppelt so hoch wie die induzierte
Geschwindigkeit in der Propellerebene.

Als Folge der Geschwindigkeitszunahme von v, auf v, muss der Druck im Intervall 2 -3 abnehmen,

bis in Station 3 der Umgebungsdruck wieder erreicht ist; dann steigt die Geschwindigkeit nicht mehr
weiter an. Der gesamte Druckverlauf ist in Bild 2 dargestelit:
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Bild 2

Die Schubformel
Wegen des konstanten Massenflusses wird die Querschnittsflache des Strahls in Station 3

1

V, aus (16) kann jetzt in (11) eingesetzt werden, und es wird
S=2-p-F-v? (18)
oder nach v, aufgeldst, die Stromungsgeschwindigkeit in der Propellerebene

, 1 S
Vi = 2_[)\/; (19)

Hiermit und mit (11) wird dann die induzierte Leistung

P_S.w =S. /i-\E (20)
2-p VF

oder, da die induzierte Leitung gleich der (idealen) Wellenleistung P,, , ist

[c3
Puig =Pi = i S_ (21)
’ \2:p VF

Der Leistungsbedarf wachst mit der Potenz 3/2 mit dem Schub.




Formel (21) ist die bekannte und wichtigste Beziehung zwischen Schub und Leistungs-
bedarf eines Idealrotors im Stand. P, ist die an der Rotorwelle notwendige Mindest-
leistung P, , um den Schub S zu erzeugen. Diese Leistung geht im Rotorstrahl verloren.
Da P, bzw P .. das absolute Minimum an notwendiger Antriebsleistung darstellt,
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eignet sich diese Grof3e gut zum Vergleich mit der Antriebsleistung eines realen Rotors.

Die hier dargestellte einfache Strahltheorie ermdglicht keine Aussagen dariiber, wie die notwendige
Leistung (Drehmoment, Drehzahl) zugefiihrt werden muss und wie sie durch die Blatter umgesetzt
wird. Dies wird erst durch die viel aufwéandigere Blattelement-Theorie mdglich.

Spezifischer Schub (engl. Power Loading)
Der pro Watt Leistung erzeugte Schub ist eine anschauliche Mal3zahl fir die Eignung eines
Rotors zur Schuberzeugung. Aus (21) ergibt sich durch Umstellen

Speria = J2-p- (22)
(4’ )ldeal %:

Darinist S/F wieder die Strahlflachenbelastung. Wie aus (22) zu sehen, sollte sie moglichst nieder

sein, wenn bei gegebener Antriebsleistung eine hoher Schub gefordert wird.
In Bild 3 (folgender Abschnitt) stellt Formel (22) die am weitesten oben liegende Kurve (FM = 1) dar.

Der reale Propeller

Ein realer Propeller braucht fir den gleichen Schub stets eine hohere Antriebsleistung als der ideale.
Man flhrt deshalb einen sog. Gutegrad C (zeta, griechischer Buchstabe) oder englisch ,,Figure of
Merit* (FM) ein. Nachfolgend wird die englische Bezeichnung verwendet.

FM ist die ,,MaBzahl“ dafiir, wie nahe ein Propeller dem theoretischen Ideal kommt;
also kein Wirkungsgrad im engeren Sinn. FM ist definiert als das Verhaltnis von idealer
zu real notwendiger (Wellen-)Leistung:

FM = P (23)

Die im Modellflug vorkommenden FM -Werte liegen ungeféhr im Bereich 0,40 bis 0,65.
Sind Schub und Wellenleistung bekannt (z. B.P,, durch Messung von Drehmoment und Drehzahl

bei einem bestimmten gemessenen Schub), dann kann FM nach Formel (22) berechnet werden.

Umgekehrt wird bei bekanntem FM (aus einer Propellermessung) die erforderliche Wellenleistung
P- 3
P, = d_ 1 . 1 . /S_ (24)
FM FM \2:p VF

Ebenso wie oben in Gleichung (22) fur den idealen Propeller kann man auch fiir den realen Propeller
einen spezifischen Schub als Kennwert definieren.




Es wird dann

Supern =( 36, ) =FM A2 /F 29

Im nachstehenden Bild 3 ist nach /2/ der spezifische Schub tiber der KreisflachenbelastungS / F
aufgetragen, mitFM als Parameter.
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,,Uber Alles“-Kennwerte

Es kommt héufig vor, dass keine Messeinrichtungen fir die Wellenleistung P, vorhanden oder keine

Daten des Motors bekannt sind; in diesem Fall kann die Gutezahl des Propellers nicht bestimmt

werden.

Man kann jedoch einen ,,Uber Alles“-oder ,,Gesamt“-Giitegrad definieren, indem statt der Wellen-
leistung die Eingangsleistung des Elektromotors verwendet wird:

FM__ = (25)

Die Eingangsleistung P,, des Motors kann relativ einfach durch Strom- und Spannungsmessung

bestimmt werden.
Mit dem Motorwirkungsgrad m,, ist die Wellenleistung

P
Pw = T]m)t : Pel bZW' I:)el = - (26)
Mot




und es ist P,=FM-n, -P

el

(27)

und FMyes = FM -1 (28)

FMges eignet sich gut zur Bewertung einer Motor/Propeller-Kombination.
Leider ist es nicht moglich, darin die Faktoren FM und n_, einzeln zu bestimmen. Man weif also z.

B. nicht, welcher Faktor dafiir verantwortlich ist, wenn eine Motor/Propeller-Kombination besonders
gut oder schlecht ist.

Fiir den spezifischen Schub kann man ebenfalls einen ,,Uber Alles*“-Wert definieren:

S -5 (29)

spez ges =
el

Der spezifische Schub nach Formel 29 ergibt sich einfach aus den Messwerten von
Schub und elektrischer Leistung. Er ist fur die Praxis der wichtigste und anschaulichste
Kennwert einer Motor/Propeller-Kombination.

Zwischen S, ... Und FM ¢ besteht der Zusammenhang
S
Sspez ges P_ ' FMges (30)
id
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Liste der verwendeten GroRRen

Symbol Einheit Bedeutung, Bemerkung
D m Durchmesser Propeller/Rotor
E m?2 Flacheninhalt Propeller/Rotor
F, m2 Flacheninhalt des voll entwickelten Strahls
FM Gutegrad (Figure of Merit), realer Propeller/Rotor
|:|\/|ges - Giitegrad einschlieBlich Motor, “iiber alles”
. kals Massenstrom  (sprich ,,m-Punkt‘)
m
Po N/m2 (Statischer) Umgebungsdruck, 1N/m2=1Pa
P, N/m2 Statischer Druck unmittelbar vor Propellerebene
P, N/m2 Statischer Duck unmittelbar nach Propellerebene
Ap N/m? Differenzdruck p,—p:
P, w Eingangsleistung des (Elektro-)Motors
P W Induzierte Leistung in Propellerebene, allgemein
P w Induzierte Leistung in Propellerebene, Idealpropeller
P, W Leistung im vollentwickelten Propellerstrahl
P, w Wellenleistung, allgemein
P, w Ideale (Mindest-) Wellenleistung
S N oder Propeller-/Rotorschub
gr (,Kraft) | Umrechnung: 1 N =102 gr
S/F N/m? oder Kreisflachenbelastung des Propellers/Rotors
gr/dm? Umrechnung: 1 N/m2 = 1 gr/dm?
Sepez N/W oder Spezifischer Schub des Propellers, allgemein
gr/W Umrechnung: IN/W = 102 gr/W
Sepezic N/W oder Spezifischer Schub des Idealpropellers
' gr/W
Sepereal N/W oder Spezifischer Schub des realen Propellers,
' gr/W ohne Motorwirkungsgrad
Seper.ges N/W oder Spezifischer Schub des realen Propellers,
9 gr/W einschlielich Motorwirkungsgrad
v, m/s Induzierte Geschwindigkeit in Propellerebene
vV, m/s Geschwindigkeit des voll entwickelten Strahls
Moot Motor-Wirkungsgrad
p kg/m3 Luftdichte, meistens 1,22 kg/m?3
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